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2023 年秋季学期课程期中考试试卷答题纸

课程名称： 高等代数 I 课程代码： MATH120011.05/06

卷 别：■ A 卷 2 B 卷 2 C 卷

姓 名： 学 号：

我已知悉学校与考试相关的纪律以及违反纪律的后果，并将严守纪律，不作

弊，不抄袭，独立答题。

学生（签名）

年 月 日

题号 一 二 三 四 五 六 七 总分

15 分 12 分 18 分 10 分 20 分 20 分 15 分 110 分

得分

• 请遵守复旦大学考场规定。

• 请用英文或中文答题。

• 不允许使用计算器。

• 书写答案应尽量工整，避免字迹潦草难以辨认。

• 前 8页为题目及答题纸，请把答案写在前 8页或其背面。注意保持装订完整。

• 后 4 页为草稿纸，答卷前全部撕下使用，交卷时应一并上交。
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第一题，填空题，共 15 分，每题 5 分。将答案按序号写在答题纸上，不要写在原

题目上

1. 考虑实矩阵 A =


1 2 3 4

2 1 1 1

−1 1 1 2

。使得 CA 是行简化阶梯矩阵（RREF）的

一个可逆实矩阵 C = （1）。

2. 考虑 1 中的 A，实系数线性方程组

A


x1

x2

x3

x4

 =


2

1

1


的解集是 （2）（答案应当表示为列向量空间 R4×1 中的带自由参数的集合）。

3. 考虑 T : R2×2 → R2×2 由 T (X) = CXC 给出，其中 C =

1 2

3 0

。考虑有
序基 B =


1 0

0 0

 ,

0 1

0 0

 ,

0 0

1 0

 ,

0 0

0 1

。则 T 在 B 下的表示矩

阵是 （3）。
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第二题，判断题，共 12 分，每题 4 分。判断下列叙述是否正确。若正确，简要说

明理由。若错误，举出反例并简要说明。

1. 设 V 是 F 线性空间且 V1, V2,W 是 V 的子空间。如果 V1 +W = V2 +W 且

V1 ∩W = V2 ∩W = {0}，则 V1 = V2。

2. 对任意矩阵 A,B ∈ Rn×n，AB 和 BA 相似。

3. 若矩阵 A,B ∈ Rn×n 满足 sA+ tB 对任意 s, t ∈ F 都不可逆，则存在一个非

零的 α ∈ Rn×1 使得 Bα = Aα = 0。
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第三题（共 18 分）

给定有限维 R 线性空间 V 及两个 V 中的子空间 V1 ⊂ V2 ⊂ V。求最大的整

数 k（表示成关于已知空间的维数的函数），使得存在 V 的 k 维子空间 W 满足

W ∩ V2 = V1，并给出一种 W 的构造方法。
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第四题（共 10 分）给定一个 n 维 R 线性空间 V 及 V 中的 m 维子空间 W。考虑

U = {T : V → V | T是线性映射且对任意α ∈ W都有Tα ∈ W}.

将 U 视为 L(V ) 的子空间。计算 U 的维数。
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第五题（共 20 分）将 Rn×n 视为自然的 R 线性空间。对给定的矩阵 A,B ∈ Rn×n,

定义线性映射 T : Rn×n → Rn×n, T (X) = AX −XB。

1.（10分）令 B 是 Rn×n 的一组有序基，计算 [T ]B 的迹（即对角线上元素之和），

用 A = (Aij), B = (Bij) 中的元表示。

2.（10 分）令 A = B = diag(d1, . . . , dn) 是对角矩阵，其中 di 是两两不同的实

数。计算 T 的像空间的维数。
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第六题（共 20 分）给定 Rn×n 的一个线性子空间 V，使得对任意的 A ∈ V 及任

意的初等矩阵 P ∈ Rn×n 都有 PA ∈ V。记 rV = max{rank(A) | A ∈ V }。

1.（8 分）求所有使 rV = n 的 V。

2.（12 分）给出 dimV 的计算公式，用 rV 表示。
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第七题（共 15 分）设 n 和 k 是正整数。

1. (10 分) 设 V 是一个 n 维 Q 线性空间且 α1, . . . , αk 是 V 中的非零元。证明：

存在一个 V 的 n− 1维子线性空间 W，使得 αi /∈ W 对任意 1 ≤ i ≤ k 成立。

2. (5 分) 设 x1, x2, . . . , x2n−1 /∈ Q 是 2n − 1 个无理数。求证：存在指标集

{1, 2, . . . , 2n− 1} 的子集 S 使得 |S| ≥ n，并且对 S 的任意非空子集 S ′ ⊂ S，

求和
∑

i∈S′ xi 是无理数。
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草稿纸
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草稿纸
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草稿纸
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草稿纸
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