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1.(本题共 4 小题, 每小题 5 分, 共 20 分)

(1) 求极限 lim
n→∞

2 + 2 × 22 + 3 × 23 + · · · + n2n

3 + 1
2
32 + 1

3
33 + · · · + 1

n
3n

.

(2) 求极限 lim
n→∞

n
√

1 + 33 + 55 + · · · + (2n − 1)2n−1

22 + 44 + 66 + · · · + (2n)2n
.

(3) 求极限 lim
x→0

(
1 + x2

) 1

sin4 x
− 1

tan4 x .

(4) 求极限 lim
x→0

√
1 + sinx − ex

ln(1 + 2x) + 2x
.
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2.(本题共 4 小题, 每小题 5 分, 共 20 分)

(1) 设 f(x) = sin(cosx − ex), 求 f ′(0).

(2)设 y = y(x)满足方程 y+ arctan y = ln(1+x), 求 y′(0) 和 y′′(0).

(3) 设 x, y 满足参数方程


x = t cos t

y = t sin t

, 求
d y

dx

∣∣∣∣
t=0

,
d2 y

dx2

∣∣∣∣
t=0

.

(4) 设 f(x) =
2x

1 − x2
, 求 f (n)(0).
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3.(本题 10 分) 求 k 的值使得下面的极限为非零的实数

lim
n→∞

nk ln
(
1! + 2! + 3! + · · · + n!

n!

)
.
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4.(本题 10 分) 设 x1 ∈ [−π, π], xn+1 = xn + sinxn, n = 1, 2, 3, . . . .

证明 {xn} 收敛并求极限 lim
n→∞

xn.
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5.(本题 10 分) 记 f(x) =


0, 当 x ≤ 0;

xa sin(xa), 当 x > 0,

.

请关于实数 a 的不同取值讨论:

(1) 何时 f(x) 在 x = 0 点间断? (2) 何时 f(x) 在 x = 0 点连续? (3)

何时 f(x) 在 x = 0 点可导?
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6.(本题 10 分) 记 f(x) = x cos 1
x
, g(x) = x cosx, 问在 (0,+∞) 上

f(x), g(x) 是否分别一致连续?
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7.(本题 10 分) 设 f(x) 在 [0,+∞) 上连续可导. 问下面的两个条件是

否一个能推出另一个? 若能请证明, 若不能请举反例.

(1) lim
x→+∞

f(x) 存在; (2) lim
x→+∞

f ′(x) = 0.
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8.(本题 10 分) 设 f(x) 在 R 上连续且对任意的 a < b , 将 f(x) 在

[a, b] 上的最大值记为 M(a, b). 已知对任意的 x1 < x2 < x3, 成

立:M(x1, x2) < M(x2, x3). 证明 f(x) 在 R 上是严格单调上升函数.
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参考答案：

1/(1)0;(2)1;(3)e2;(4)−1
8
.

2/(1)−1; (2)
1

2
,−

1

2
; (3)0,2; (4)f (n)(0) = (1 − (−1)n)n!.

3. 解:

ln
(
1! + 2! + 3! + · · · + n!

n!

)
= ln

(
1 +

1! + 2! + 3! + · · · + (n − 3)! + (n − 2)! + (n − 1)!

n!

)
≤ ln

(
1 +

(n − 3)(n − 3)! + (n − 2)! + (n − 1)!

n!

)
= ln

(
1 +

(n − 3) + (n − 2)

(n − 2)(n − 1)n
+

1

n

)
∼

1

n
,

ln
(
1! + 2! + 3! + · · · + n!

n!

)
> ln

(
(n − 1)! + n!

n!

)
= ln

(
1 +

1

n

)
∼

1

n
.

所以 k = 1.

4: 在区间 [−π, π] 上 f(x) = x + sinx = x 一共有三个不动点 x∗
1,2,3 = −π, 0, π.

(1) 当 x1 = −π 或 0 或 π 时, xn ≡ x1, 所以 xn → x1;

(2) 当 x1 ∈ (0, π) 时, 显然在 x ∈ (0, π) 上有 x < f(x) = x + sinx = x + sin(π − x) <

x + (π − x) < π, 所以归纳可证: 0 < xn < xn+1 < π. 所以 {xn} 单调上升有上界, 必收敛,

所以 xn 有极限. 记其极限为 A, 则由迭代式两边取极限可得: A = A+ sinA. 又由极限的保序

性可知 0 < x1 ≤ A ≤ π, 所以 A = π.

(3) 当 x1 ∈ (−π, 0) 时, 令 x̃n = −xn, 由 (2) 可知 x̃n → π, 所以 xn → −π.

5. (1) 当 a < 0 时 f(0 + 0) 不存在, 所以 x = 0 为间断点;

(2) 当 a = 0 时 f(0 + 0) = 1 ̸= f(0) = 0, 所以 x = 0 仍为间断点;

(3) 当 a > 0 时 f(0 + 0) = 0 = f(0) = f(0 − 0), 所以 x = 0 为连续点;

(4) 当 a < 1
2
时 f ′

+(0) 不存在, 所以 x = 0 不是可导点;

(5) 当 a = 1
2
时 f ′

+(0) = 1 ̸= f ′
−(0) = 0, 所以 x = 0 不是可导点;

(6) 当 a > 1
2
时 f ′

+(0) = 0 = f ′
−(0) = 0, 所以 x = 0 是可导点.

6. 解:(1)f(x) = x + x
(
cos 1

x
− 1

)
, 当 x → +∞ 时 x

(
cos 1

x
− 1

)
∼ −x 1

2x2 = − 1
2x

→ 0,

f(0 + 0) = 0, 所以 f(x) 在 (0,+∞) 一致连续.

(2) 取 x1
n = 2nπ + π

2
, x2

n = 2nπ + π
2
+

1

n
. 容易验证 x2

n − x1
n → 0, 但是 g(x2

n)− g(x1
n) =
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(2nπ + π
2
+

1

n
) sin

1

n
→ 2π ̸= 0. 所以 g(x) 在 (0,+∞) 上非一致连续.

7. 都不能, 例如

(1)f(x) =
sin(x2)

x
, 则 f(+∞) = 0 但是 f ′(+∞) 不存在.

(2)f(x) = lnx, 则 f ′(+∞) = 0 但是 f(+∞) 不存在.

8. 任取 x1 < x3 先证明 f(x1) ≤ f(x3).

任取 x2 使得 x1 < x2 < x3, 则 f(x1) ≤ M(x1, x2) < M(x2, x3).

所以 f(x1) < M(x2, x3).

利用 f(x) 在 x3 点的连续性, 有:

∀ϵ > 0∃δ > 0 使得当 x ∈ (x3 − δ, x3 + δ) 时

|f(x) − f(x3)| < ϵ =⇒ f(x) < f(x3) + ϵ.

取 x2 = x3 − δ
2
, 则M(x2, x3) < f(x3) + ϵ.

所以 f(x1) < M(x2, x3) < f(x3) + ϵ.

在不等式 f(x1) < f(x3) + ϵ 中令 ϵ → 0 + 0 得 f(x1) ≤ f(x3). 所以我们证得 f(x) 是单

调上升函数.

再证明 f(x1) < f(x3).

不然在区间 x ∈ [x1, x3] 上 f(x) ≡ f(x1) 此与题目条件矛盾.
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