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1.(本题共 4 小题, 每小题 5 分, 共 20 分)

(1) 求极限 lim
n→∞

1 + 2 + 22 + 23 + · · · + 23n

1 + 3 + 32 + 33 + · · · + 32n
.

(2) 求极限 lim
n→∞

n
√

1 + 3! + 5! + · · · + (2n − 1)!

2! + 4! + 6! + · · · + (2n)!
.

(3) 求极限 lim
x→0

(
cos 2x

) 1

sin2 x .

(4) 求极限 lim
x→0

√
1 + sin2 x − cosx

ln(1 + x) + ln(1 − x)
.
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2.(本题共 4 小题, 每小题 5 分, 共 20 分)

(1) 设 f(x) = arcsin(sinx), 求 f ′(
3π

4
).

(2)设 y = y(x)满足方程 y+ ln(1+ y) = arctanx, 求 y′(0) 和 y′′(0).

(3) 设 x, y 满足参数方程


x = t + etan t cos t

y = etan t sin t

, 求
d y

dx

∣∣∣∣
t=0

.

(4) 设 f(x) = sin2 x, 求 f (n)(0).
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3.(本题 10 分) 证明 lim
n→∞

−1 + 22 − 33 + · · · + (−n)n

(−n)n
= 1.
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4.(本题 10 分) 设 xn+1 = sinxn, n = 1, 2, 3, . . . . 证明 {xn} 收敛并

求极限 lim
n→∞

xn.
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5.(本题 10(=6+4) 分) 记 D(x) =


1, 当 x 为有理数;

0, 当 x 为无理数.

设 f(x) =

D(x) sinx sin 2x. 问 (1)f(x) 在哪些点连续? (2)f(x) 在哪些点可导?
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6.(本题 10(=5+5)分)问 f(x) = x sinx及 g(x) = x sin
1

x
在 (0,+∞)

上是否分别一致连续?
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7.(本题 10 分) 设 f(x) 在有界闭区间 [a, b] 上连续且 f(a) ≤ f(b). 若

对任意的 x1 ∈ (a, b), 存在 x2 ∈ (a, b) 使得: f(x2) < f(x1). 证明

∀x ∈ (a, b) 成立: f(x) > f(a).
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8.(本题 10(=4+4+2) 分) 证明方程
1

x
= sinx, 在区间 2nπ < x <

(2n + 1)π 上至少有 2 个解, 又假设在此区间上仅有 2 个解, 记为

x2n+1, x2n+2, x2n+1 < x2n+2, n = 0, 1, 2, . . . .

(1) 证明 lim
n→∞

(x2n+1 − 2nπ) = 0, lim
n→∞

(
x2n+2 − (2n + 1)π

)
= 0;

(2) 求极限 lim
n→∞

n2
(
x2n+1 + x2n+2 − (4n + 1)π

)
.
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参考答案：

1/(1)0;(2)1;(3)e−2;(4)−1.

2/(1)−1; (2)
1

2
,
1

8
; (3)

1

2
; (4) 当 n 为奇数时 f (n)(0) = 0, 当 n ≥ 2 为偶数时 f (n)(0) =

(−1)
n
2−12n−1.

3. 证明:

lim
n→∞

−1 + 22 − 33 + · · · + (−n)n

(−n)n

= lim
n→∞

−1 + 22 − 33 + · · · + (−n + 2)n−2

(−n)n
+ lim

n→∞

(−n + 1)n−1 + (−n)n

(−n)n

=I + II

显然

II = lim
n→∞

(−n + 1)n−1 + (−n)n

(−n)n
= 1

|I| ≤ lim
n→∞

1 + 22 + 33 + · · · + (n − 2)n−2

nn

≤ lim
n→∞

n(n − 2)n−2

nn
= 0

结论得证.

4: 不妨设 x2 = sinx1 > 0, 所以 0 < x2 ≤ 1, 归纳可证 n > 2 时均有 0 < xn ≤ 1; 由基本不

等式 | sinx| ≤ |x| 可知, xn 在 n ≥ 2 时是单调下降数列, 所以 xn 有极限. 记其极限为 A, 则

由迭代式两边取极限可得: A = sinA. 所以 A = 0.

5. (1). |f(x)| ≤ | sinx sin 2x|, 所以当 sinx0 sin 2x0 = 0 时, f(x) 在 x0 点连续;

当 sinx0 sin 2x0 ̸= 0 时, 一方面, 取 xn 为有理数列且 xn ̸= x0,xn → x0, 则 f(xn) →

sinx0 sin 2x0 另一方面, 取 xn 为无理数列且 xn ̸= x0, xn → x0, 则 f(xn) = 0 根据 Heine

定理, lim
x→x0

f(x) 不存在. 所以 f(x) 在 x0 点不连续.

所以当且仅当 sinx sin 2x = 0, x =
kπ

2
时 f(x) 连续.

(2)根据可导必连续的性质,只须考察 x0 =
kπ

2
时的可导性.

f(x) − f(x0)

x − x0
=

D(x) sinx sin 2x

x − x0
=

D(x) sinx
sin 2x − sin 2x0

x − x0
.
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sin 2x − sin 2x0

x − x0
→ cos 2x0 ̸= 0. 与 (1) 同理可证, D(x) sinx 当且仅当 sinx = 0 时有极限.

所以当且仅当 sinx = 0, x = kπ 时 f(x) 可导.

6. 解:(1) 取 x1
n = 2nπ, x2

n = 2nπ +
1

n
. 容易验证 x2

n − x1
n → 0, 但是 f(x2

n) − f(x1
n) =

(2nπ +
1

n
) sin

1

n
→ 2π ̸= 0. 所以 f(x) 在 (0,+∞) 上非一致连续.

(2)g(0 + 0) = 0, g(+∞) = 1. 所以 g(x) 在 (0,+∞) 上一致连续.

7. 只要证明 f(x) 的最小值不能在内部达到.

反证法: 不然若存在 x0 ∈ (a, b) 使得 f(x0) 达到最小值. 由题设条件存在 x2 ∈ (a, b) 使得

f(x2) < f(x0), 这与 f(x0) 为最小值矛盾.

所以最小值不能在内部达到, 只能在边界点取到最小值, 又 f(a) ≤ f(b), 所以 f(a) 就是最小

值, 且内部点 x ∈ (a, b) 满足 f(x) > f(a).

8. 记 f(x) = sinx −
1

x
, 则

(0.1)n = 0 时在 (0, π) 区间上, f(0 + 0) = −∞, f(
π

2
) > 0, f(π) < 0. 所以 f(x) 在区间

(0,
π

2
) 和区间 (

π

2
, π) 上分别有一个零点.

(0.2)n ≥ 1时在 (2nπ, (2n+1)π)区间上, f(2nπ) < 0, f(2nπ+
π

2
) > 0, f((2n+1)π) < 0.

所以 f(x) 在区间 (2nπ, 2nπ +
π

2
) 和区间 (2nπ +

π

2
, (2n + 1)π) 上分别有一个零点.

(1) 显然 x2n+1 ∼ 2nπ, x2n+2 ∼ 2nπ.

sin(x2n+1 − 2nπ) =
1

x2n+1
, 所以 x2n+1 − 2nπ = arcsin(

1

x2n+1
) ∼

1

x2n+1
→ 0.

同理 (2n + 1)π − x2n+2 = arcsin(
1

x2n+2
) ∼

1

x2n+2
→ 0.

(2) 一方面

1

x2n+1
−

1

x2n+2
=

x2n+2 − x2n+1

x2n+1x2n+2
∼

π

(2nπ)2
=

1

4n2π
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另一方面

1

x2n+1
−

1

x2n+2
= sin(x2n+1) − sin(x2n+2)

=2 sin
(x2n+1 − x2n+2

2

)
cos

(x2n+1 + x2n+2

2

)
∼ − 2 cos

(x2n+1 + x2n+2

2

)
=2 sin

(x2n+1 + x2n+2

2
− (2n +

1

2
)π

)
∼x2n+1 + x2n+2 − (4n + 1)π

所以

x2n+1 + x2n+2 − (4n + 1)π ∼
1

4n2π

n2
(
x2n+1 + x2n+2 − (4n + 1)π

)
→

1

4π
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