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1.(本题共 5 小题, 每小题 5 分, 共 20 分)

(1)求极限 lim
n→∞

(√
2 + 4 + 6 + · · · + 2n−

√
1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1)

)
.

(2) 求极限 lim
n→∞

(
1 +

√
2! +

3
√
3! + · · · + n

√
n!

) 1
n .

(3) 求极限 lim
x→0

1

x2
ln(cosx).

(4) 求极限 lim
x→∞

x2
(
e

1
x − e

1
x+1

)
.
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2.(本题共 5 小题, 每小题 5 分, 共 20 分)

(1) 设 f(x) = arctan
tanx

2
, 求 f ′(x).

(2) 设 y = y(x) 满足方程 2xy + y = x, 求 y′(0).

(3) 设 x, y 满足参数方程


x = t + ln(1 + t)

y = t + et
, 求

d 2y

dx2

∣∣∣∣
x=0

.

(4)设 f(x) = (ex−1)(e2x−1)(e3x−1) · · · (e2022x−1),求 f (2022)(0).
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3.(本题 10 分) 证明 lim
n→∞

n!

nn
= 0.
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4.(本题 10 分) 设当 x ̸= 0 时 f(x) = xn sin
1

x2
, f(0) = 0. 问

(1) 正整数 n 满足什么条件时 f ′(0) 存在?

(2) 正整数 n 满足什么条件时 f ′(x) 在 x = 0 点连续?
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5.(本题 10 分) 设 xn 满足方程 cosx + nx = 0, n ≥ 1. (1) 证明 {xn}

收敛; (2) 求极限 lim
n→∞

n2(nxn + 1).
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6.(本题 10 分) 设 f(x) =


1 −

√
1 − x

x
, x < 0

ax + b, x ≥ 0

. 求常数 a, b 使得

f(x) 在实轴 (−∞,+∞) 上处处可导.
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7.(本题 10 分) 问 f(x) = lnx 及 g(x) =
√
x lnx 在 (0,+∞) 上是否

分别一致连续?
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8.(本题 10 分) 设 f(x) 在 (0,+∞) 上连续且 f(0 + 0) = f(+∞) =

f(1). 证明 f(x) 在 (0,+∞) 上有最大值和最小值.
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参考答案：

1/(1)
1

2
;(2)1;(3)−

1

2
;(4)1.

2/(1)
2 sec2 x

4 + tan2 x
=

2

4 cos2 x + sin2 x
; (2)1 + ln 2; (3)

1

2
; (4)(2022!)2.

3. 证明: 记 an =
n!

nn
< 1, 则

an+1

an
=

(
n

n + 1

)n

< 1, 所以 an 单调下降有下界, an 必收敛,

记其极限为 A ∈ [0, 1]. 若 A ̸= 0 则
an+1

an
→

A

A
= 1, 但是另一方面

an+1

an
=

(
n

n + 1

)n

→
1

e
< 1. 所以 A = 0.

4: (1) 易证 n ≥ 2 时 f ′(0) 存在. (2) 易证 n ≥ 4 时 f ′(x) 在 x = 0 点连续.

5. (1)xn = −
cosxn

n
→ 0.

(2)n2(nxn + 1) = n2(1 − cosxn) ∼ n2 1
2
x2
n =

1

2
(nxn)

2 =
1

2
cos2 xn →

1

2
.

6. 当 x ̸= 0 时 f(x) 显然可导. 当 x = 0 时由 f(x) 可导可得 a =
1

8
, b =

1

2
.

7.解:(1)取 x1
n =

1

n
, x2

n =
1

2n
. 容易验证 x2

n−x1
n → 0,但是 ln(x2

n)− ln(x1
n) = − ln 2 ̸→ 0.

所以 lnx 在 (0,+∞) 上非一致连续.

(2)g(0 + 0) = 0, 所以在 (0, 1] 上 g(x) 一致连续.

g′(x) =
2 + lnx

2
√
x

, g′(+∞) = 0, 所以 g′(x) 在 [1,+∞) 上有界, 因而 g(x) 在 [1,+∞) 上

Lip 连续 =⇒ 一致连续.

总之 g(x) 在 (0,+∞) 上一致连续.

8. 证明: 若存在 x0 ∈ (0,+∞) 使得 f(x0) > f(1) 由极限得分离性得存在 a < x0 < b 使得

f(x) < f(x0), 当x ∈ (0, a]或x ∈ [b,+∞)

记 f(x) 在 [a, b] 上的最大值为 M , 则 M ≥ f(x0), 所以 M 也为 f(x) 在 (0,+∞) 上的最

大值.
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若上述的 x0 不存在, 则 f(1) 即为 f(x) 在 (0,+∞) 上的最大值.

同理可证 f(x) 在 (0,+∞) 上有最小值.
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