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1．(本题共5小题，每小题5分，共20分)

(1)求极限 lim
n→∞

(
√
2 + 4 + 6 + · · ·+ 2n− n).

(2)求极限 lim
n→∞

(
1 + 22020 + 32020 + · · ·+ n2020

) 1
n .

(3)求极限lim
x→1

ln(1 + 3
√
x− 1)

arcsin(2 3
√
x2 − 1)

.

(4)求极限lim
x→0

ex
2 − cosx

x2
.
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2．(本题共5小题，每小题5分，共20分)

(1)设f(x) = sin(sin(sinx)), 求f ′(x).

(2)设f(x) = arctan
(
ln
(
x+
√
1 + x2

))
, 求f ′(x).

(3)求螺旋线


x = t cos(πt)

y = t sin(πt)

, 在t = 1处的切线方程.

(4)设f(x) = sin2 x, 求f (n)(x).
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3．(本题10分) 证明 lim
x→∞

[x]

x
= 1, 其中[x]为x的取整函数.
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4．(本题10分) 设xn满足xn+1 =
1

3

(
2xn +

a

x2
n

)
, n ≥ 1, 常数a > 0,

x1 > 0. 证明{xn}收敛，并求出其极限.
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5．(本题10分)设f(x)在R上连续,且 lim
x→−∞

f(x) = f(−∞)及 lim
x→+∞

f(x) =

f(+∞)均收敛, 证明f(x)在R上有界.
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6．(本题10分)设常数a, b, c > 0,证明下面的方程分别在x ∈ (1, 2)及x ∈

(2, 3)内有解:

a

(x− 1)3
+

b

(x− 2)3
+

c

(x− 3)3
= 0
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7．(本题10分) 问sin(x2)及sin2 x在R上分别是否一致连续.
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8．(本题10分) 设f(x)在R上连续,证明f(sinx)在R上一致连续.
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参考答案：

1/(1)
1

2
;(2)1;(3)

1

2 3
√
2
;(4)

3

2
.

2/(1)cos(sin(sinx)) cos(sinx) cosx; (2)
1

(1 + ln2(x+
√
1 + x2))

√
1 + x2

; (3)y = π(x +

1); (4)f ′(x) = 2 sinx cosx = sin 2x, f (n)(x) = 2n−1 sin(2x+ (n− 1)π
2
).

3. 证法一：[x] ≤ x ≤ [x] + 1.

(1)x > 0时: 1−
1

x
≤

[x]

x
≤ 1 所以 lim

x→+∞

[x]

x
= 1;

(2)x < 0时: 1 ≤
[x]

x
≤ 1−

1

x
所以 lim

x→−∞

[x]

x
= 1;

因而 lim
x→∞

[x]

x
= 1.

证法2：x = [x] + (x),
∣∣ [x]
x
− 1

∣∣ = ∣∣(x)
x

∣∣ ≤ ∣∣1
x

∣∣.
所以 lim

x→∞

[x]

x
= 1.

4.证：易证n > 1时 3
√
a ≤ xn.

因而n > 1时xn+1 − xn =
a− x3

n

3x2
n

≤ 0.

所以n > 1时xn单调下降有下界, 必收敛.

记 lim
n→∞

xn = A, 则A满足A =
1

3
(2A+

a

A2
), A = 3

√
a.

5.证法一: 反证法: 不然存在极大化序列xn使得|f(xn)| → +∞.

(1)若xn有界,则存在收敛子列,记为xnk → x0,则由Heine定理f(xnk)→ f(x0),此与|f(xn)| →

+∞矛盾.

(2)若xn无界, 不妨设无上界, 则存在子列xnk → +∞, 则由Heine定理f(xnk) → f(+∞), 此

与|f(xn)| → +∞矛盾.
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证法二:根据收敛必有界知, 存在X1, X2 > 0使得f(x)在(−∞, X1)及(X2,+∞)上分别有界,

记它们的界(绝对值的上界)分别为M1,M2. 在[−X1, X2]上连续函数必有界, 记其为M3, 则取

M = max{M1,M2,M3}, 则|f(x)| ≤M .

6. 证明：记f(x) =
a

(x− 1)3
+

b

(x− 2)3
+

c

(x− 3)3
, 则f(1+ 0) = +∞,f(2− 0) = −∞,

f(2 + 0) = +∞, f(3− 0) = −∞.

显然零点存在定理可以推广如下:

设f(x)在(a, b)上连续, 且f(a + 0)与f(b − 0)异号(或为异号无穷大), 则存在ξ ∈ (a, b)使

得f(ξ) = 0.

此证明略.

7.解:| sin2 x1 − sin2 x2| = |(sinx1 − sinx2)(sinx1 + sinx2)| ≤ 2|x1 − x2|, 所以它在R上

一致连续.

取x1
n =
√
2nπ, x2

n =
√

2nπ + π
2
. 容易验证x2

n− x1
n → 0, 但是 sin(x2

n)
2− sin(x1

n)
2 = 1 6→

0. 所以sinx2在R上非一致连续.

8. 证明：按定义证明: ∀ ε > 0, 因为f(x)在[−1, 1]上连续所以一致连续, ∃ δ1 > 0使得|x1 −

x2| < δ1且 x1, x2 ∈ [−1, 1]时

|f(x1)− f(x2)| < δ1

因为sinx在R上一致连续, ∃ δ > 0使得|x1 − x2| < δ时

| sinx1 − sinx2| < δ1

所以此时有

|f(sinx1)− f(sinx2)| < ε

因而函数f(sinx)在R上一致连续.
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