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1．(本题共4小题，每小题5分，共20分)

f(x) =


1
2
x2 − 1

12
x4, |x| < 1

2
3
|x| − 1

4
, |x| ≥ 1.

(1)计算极限 lim
n→∞

(
n

1
n − 1

)
lnn.

(2)计算极限lim
x→0

(
1

sin2 x
−

cos2 x

x2

)
.

(3)f(x) = sinx sin 2x, 求高阶导数f (2017)(0).

1



(4)设

x = sin t

y = t sin t+ cos t
, 求

d2 y

dx2

∣∣∣∣
t=π

4

.

2．(本题共4小题，每小题5分，共20分)计算下列积分

(1)

∫ (
1 +

1

x

)
lnx dx.

(2)

∫ √
ex − 1 dx.

(3)

∫
x sec2 x dx.

(4)

∫ 4

0

1

1 +
√
x
dx.
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3．(本题10分) 设平面有界区域D由抛物线y = ax2, 两直线y = 0和x = 1围成，已

知D分别绕x轴和y轴旋转一周所得两旋转体的体积相等，求常数a(> 0).

4．(本题10分) 在曲线y =
1

x2
上求一点P，使此曲线过P点的切线被两坐标轴所截得

的线段长度达到最小值.
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5．(本题10分) 分别讨论函数sin(x+
1

x
)在(0, 1]及[1,+∞)上的一致连续性.
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6．(本题10分) 讨论函数y =
x3 + 4

x2
的单调性，凸性，求出它的极值点，拐点，渐近

线，并作出它的图象。
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7．(本题10分) 设f(x)在[0, 1]上可导, 且 f(0) = 0, f(1) = 1, 证明：

(1)∃ξ ∈ (0, 1), 使f(ξ) = 1− ξ;
(2)∃η, τ ∈ (0, 1), η 6= τ , 使f ′(η)f ′(τ ) = 1.
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8．(本题10分) 设n ≥ 0为非负整数，证明方程sinx =
1

x
在区间(2nπ, 2nπ + π)上恰

好有两个不相等的根，记为2nπ < an < bn < 2nπ+π,并求极限: lim
n→∞

(− cos an cos bn)
anbn .
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1．(本题共4小题，每小题5分，共20分)

(1)计算极限 lim
n→∞

√
4n2 + n− 1− n− 1
√
n2 + sinn

.

(2)计算极限lim
x→0

sinx− x cosx

x− sinx
.

(3)f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3) · · · (x− 2018), 求高阶导数f (2018)(0).



(4)设y = y(x)满足方程y = 1 + xey, 求
d2 y

dx2

∣∣∣∣
x=0

.

2．(本题共4小题，每小题5分，共20分)计算下列积分

(1)

∫
cosx− sinx

sinx+ cosx
dx.

(2)

∫
e
√
x dx.

(3)

∫
x arctanx dx.

(4)

∫ π
2

0

(sinx+ cosx)2 dx.
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3．(本题10分) 设平面有界区域D由抛物线y = x2, 两直线x = 0和y = 1围成，

求D绕x轴旋转一周所得旋转体的体积.

4．(本题10分) 在曲线y =
1

x
上求一点P，使此曲线过P点的切线到原点的距离达到最

大值.

3



5．(本题10分) 分别讨论函数ln(x+
1

x
)在(0, 1]及[1,+∞)上的一致连续性.
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6．(本题10分) 讨论函数y =
(2x− 1)2

x− 1
的单调性，凸性，求出它的极值点，拐点，渐

近线，并作出它的图象。
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7．(本题10分) 设偶函数f(x)在R上二阶可导, 且 f(0) = 0, 证明：∀a > 0, ∃ξ ∈

(0, a), 使f ′′(ξ) =
2f(a)

a2
.
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8．(本题10分) 设n为正整数，证明方程tanx = x在区间(nπ, nπ +
π

2
)上有唯一的

根an, 并求极限: lim
n→∞

(sin2 an)
a2n .
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A卷答案

1. (1)0; (2)
4

3
; (3)0; (4)

√
2.

2. (1)x lnx−x+ln | lnx|+C; (2)2
√
ex − 1− 2 arctan

√
ex − 1+C; (3)x tanx−

ln |secx|+ C; (4)4− 2 ln 3.

3. V1 =
1

5
πa2, V2 =

1

2
πa, a =

5

2
.

4. 设P (x0, y0),切线方程为：y −
1

x2
0

= −
2

x3
0

(x − x0), 在x, y轴上的截距分别为：

3

2
x0,

3

x2
0

, 线段的长度平方函数：f(x0) =
9

4
x2
0 +

9

x4
0

. f ′(x) =
9

2
x −

36

x5
= 0, 得x =

±
√
2, f ′′(x) =

9

2
+

180

x6
> 0, 所以fmin = f(±

√
2), 所求点为P (±

√
2,

1

2
).

5.（1） lim
x→0+0

sin
(
x+

1

x

)
不存在，所以函数在(0, 1]上非一致连续.

(2) lim
x→+∞

1

x
= 0,所以x+

1

x
在[1,+∞)上一致连续，又sinx在R上一致连续，所以sin

(
x+

1

x

)
在[1,+∞)上一致连续.

6.略

7.(1)做g(x) = f(x)− (1− x), g(0) = −1, g(1) = 1, 所以，∃ξ ∈ (0, 1)使g(ξ) = 0,

即f(ξ) = 1− ξ.

在(0, ξ)和(ξ, 1)上分别用Lagrange中值定理，得：

∃η ∈ (0, ξ)、τ ∈ (ξ, 1)使得

f ′(η) =
f(ξ)− f(0)

ξ − 0
=

1− ξ
ξ

, f ′(τ ) =
f(1)− f(ξ)

1− ξ
=

ξ

1− ξ

所以f ′(η)f ′(τ ) = 1.

8. 做g(x) = sinx −
1

x
, 则g(2nπ) < 0，g(2nπ + π) < 0, g(2nπ +

π

2
) > 0，所

以存在an ∈ (2nπ, 2nπ +
π

2
)和bn ∈ (2nπ +

π

2
, 2nπ + π)使g(an) = g(bn) = 0，
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又g′′(x) = − sinx−
2

x3
< 0, 所以在(2nπ, 2nπ + π)上仅有两个根.

显然an, bn ∼ 2nπ.

an− 2nπ ∈ (0,
π

2
), sin(an− 2nπ) = sin an =

1

an
→ 0, 所以an− 2nπ ∼

1

2nπ
, 同

理0 < 2nπ + π − bn ∼
1

2nπ
. 所以

lim
n→∞

anbn ln(− cos an cos bn) = lim
n→∞

anbn ln(cos(an − 2nπ) cos(2nπ + π − bn))

= lim
n→∞

anbn ln(cos(an − 2nπ) + lim
n→∞

anbn ln(cos(2nπ + π − bn))

= lim
n→∞

anbn(cos(an − 2nπ)− 1) + lim
n→∞

anbn(cos(2nπ + π − bn)− 1)

=−
1

2
lim
n→∞

anbn(an − 2nπ)2 −
1

2
lim
n→∞

anbn(2nπ + π − bn)2

=− 1, 所求极限为e−1
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B卷答案

1. (1)1; (2)2; (3)−(1 + 2 + · · ·+ 2018)2018!; (4)2e2.

2. (1)ln | sinx+ cosx|+C; (2)2e
√
x(
√
x− 1) +C; (3)

x2 + 1

2
arctanx−

1

2
x+C;

(4)
π

2
+ 1.

3.
4

5
π.

4. 设P (x0, y0),切线方程为：y −
1

x0

= −
1

x2
0

(x − x0), 到原点(0, 0)的距离平方函数

为：f(x0) =
4x2

0

1 + x4
0

. 设g(x) =
x

1 + x2
, 求g(x)在x ∈ (0,+∞)的最大值：

g′(x) =
1− x2

(1 + x2)2
= 0, 得x = 1, g′′(1) = −

1

4
< 0, x = 1 是g(x)的唯一极值点且

是极大值点，所以gmax = g(1), 所求点为P (±1,±1).

5.（1） lim
x→0+0

ln
(
x+

1

x

)
= +∞，所以函数在(0, 1]上非一致连续.

(2) lim
x→+∞

1

x
= 0, 所以x+

1

x
在[1,+∞)上一致连续，又lnx在[1,+∞)上一致连续，所

以ln
(
x+

1

x

)
在[1,+∞)上一致连续.

6.略

7.f ′(x)是奇函数，所以f ′(0) = 0, 所以，∃ξ ∈ (0, a)使

f(a) = f(0) + f ′(0)a+
f ′′(ξ)

2
a2 =

f ′′(ξ)

2
a2

所以f ′′(ξ) =
2f(a)

a2
.

8. 做g(x) = tanx − x, 则g(nπ + 0) = −∞，g(nπ +
π

2
− 0) = +∞, g′(x) =

sec2 x− 1 > 0，所以存在唯一的an ∈ (nπ, nπ +
π

2
)使g(an) = 0.

显然an ∼ nπ.

10



an − nπ ∈ (0,
π

2
), tan(

π

2
+ nπ − an) =

1

tan an
=

1

an
→ 0, 所以

π

2
+ nπ − an ∼

1

an
∼

1

nπ
,所以

lim
n→∞

a2
n ln(sin

2 an) = lim
n→∞

a2
n ln(cos

2(
π

2
+ nπ − an))

= lim
n→∞

a2
n(cos

2(
π

2
+ nπ − an)− 1)

=− lim
n→∞

a2
n(
π

2
+ nπ − an)2

=− 1, 所求极限为e−1
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