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注意: 答案请做在考试卷上, 做在草稿纸上一律无效。

1．(本题共4小题，每小题5分，共20分)

(1)计算极限 lim
x→−1

( 1

x+ 1
−

3

x3 + 1

)
.

(2)计算极限lim
x→0

1

x3

((
2 + cosx

3

)x
− 1

)
.

(3)求n阶导数(sin2 x)(n).

(4)设f(x)在x = 0处二阶可导，且f(0) = 0, f ′(0) = f ′′(0) = 1. g(x) =
f(x)

x
(x 6= 0), g(0) = 1, 求g′(0).
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2．(本题共4小题，每小题5分，共20分)计算下列积分

(1)

∫
sin3 x dx.

(2)

∫
e
√
x dx.

(3)

∫ 2017

0

[x](x− [x]) dx, 其中[x]表示不超过x的最大整数.

(4)

∫ 1

0

x

x2 + (1− x)2
dx.

3．(本题10分) 求平面区域D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 2x}绕直线y = 1旋转一周所得旋

转体的体积.
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4．(本题10分) 求f(x) =
2x− 1

x2 − x− 2
带Peano余项的n阶Maclaurin展开.

5．(本题10分) 分别讨论函数sin2(
√
x),

√
sin(x2), 在(0,+∞)上的一致连续性.
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6．(本题10分)讨论函数y =
(x+ 1)2

x− 1
的单调性，凸性，求出它的极值点，拐点，渐近

线，并作出它的图象。
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7．(本题10分) 设n ≥ 3为正整数，证明方程xe−x =
1

n
分别在区间(0, 1)和(1,+∞)中

有唯一解，记为an ∈ (0, 1), bn ∈ (1,+∞), 并求极限: lim
n→∞

nan, lim
n→∞

bn

lnn
.
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8．(本题10分) 设f(x),g(x)在闭区间[0, 1]上二阶可导, 且 f(0) = g(0), f(1) = g(1),

又f(x)和g(x)在开区间(0, 1)上能取到相等的最大值.

(1)证明方程f ′(x) = g′(x)在开区间(0, 1)上有解;

(2)证明方程f ′′(x) = g′′(x)在开区间(0, 1)上也有解.
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1．(本题共4小题，每小题5分，共20分)

(1)计算极限lim
x→1

x2 + x− 2

x2 − 3x+ 2
.

(2)计算极限lim
x→0

(
1

x
−

1

ex − 1

)
.

(3)求高阶导数(x2 sinx)(100).

(4)设g(x) = e−
1
x2 (x 6= 0), g(0) = 0, 求g′(0).



2．(本题共4小题，每小题5分，共20分)计算下列积分

(1)

∫
ex

ex + 1
dx.

(2)

∫
arctanx

x2
dx.

(3)

∫ 2016π

0

| sinx− cosx| dx.

(4)

∫ π
2

0

sin2 x dx.

3．(本题10分) 求平面区域D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}绕直线y = 1旋转一周所得旋转

体的体积.
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4．(本题10分) 求f(x) = ln
1 + x

1− x
带Peano余项的n阶Maclaurin展开.

5．(本题10分) 分别讨论两函数x cos
1

x
和x2 cos

1

x
, 在(0,+∞)上的一致连续性.
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6．(本题10分)讨论函数y = x2e−x的单调性，凸性，求出它的极值点，拐点，渐近线，

并作出它的图象。

4



7．(本题10分)设n为正整数，证明方程ln(1+x) =
x

n
在区间(0,+∞)中有唯一解，记

为an ∈ (0,+∞). 求极限: lim
n→∞

an

n
, lim
n→∞

an

n2
.
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8．(本题10分) 设f(x),g(x)在闭区间[0, 1]上可导, 且 f(0) = g(0) = f(1) = 0,

g(1) = 1, n > 0为正整数. 证明存在ξ ∈ (0, 1)使得g′(ξ) = n(f ′(ξ) + ξn−1).
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A卷答案

1. (1)−1; (2)−
1

6
; (3)2n−1 sin(2x+ (n− 1)

π

2
); (4)

1

2
.

2. (1)
1

3
cos3 x− cosx + C; (2)2(

√
x− 1)e

√
x + C; (3)

2016× 2015

4
= 1, 015, 560;

(4)
1

2
arctan(2x− 1)|10 =

π

4
.

3. 2π2.

4. f(x) =
1

1 + x
−

1

2

1

1− x
2

=
∑n

i=0(−1)ixi−
1

2

∑n
i=0

xi

2i
+o(xn) =

∑n
i=0((−1)i−

1

2i+1
)xi + o(xn).

5.（1）f(x) = sin2(
√
x)一致连续，证明：

f(0 + 0) = 0, f ′(x) = sin(
√
x) cos(

√
x)

1
√
x
, 所以x ≥ 1时， |f ′(x)| ≤ 1, 所

以f(x)在(0, 1]及[1,+∞)上分别一致连续，所以在(0,+∞)上一致连续.

(2)g(x) =
√

sin(x2)非一致连续，说明：

取xn =
√
2nπ, yn =

√
2nπ +

π

2
, 则 yn − xn =

π
2√

2nπ +
π

2
+
√
2nπ

→ 0, 但

是g(yn)− g(xn) = 1.

6.略

7.f(x) = xe−x, f(0) = 0, f(+∞) = 0, f ′(x) = (1−x)e−x, x ∈ (0, 1)时f ′(x) > 0,

x ∈ (1 +∞)时f ′(x) < 0, fmax = f(1) =
1

e
>

1

3
. 所以，n ≥ 3时，f(x) =

1

n
在(0, 1)和(1,+∞)内分别有唯一解。

因为f(an) = f(bn) =
1

n
→ 0, 所以an → 0, bn → +∞.

nan = e−an → e0 = 1.

7



lnn = bn − ln bn,
bn

lnn
=

bn

bn − ln bn
→ 1.

8. (1)(2)合起来证明：根据题意，存在ξ1, ξ2 ∈ (0, 1),使f(ξ1) = g(ξ2) = maxx∈(0,1) f(x) =

maxx∈(0,1) g(x). 不妨设ξ1 ≤ ξ2, 则f(ξ1) ≥ g(ξ1), f(ξ2) ≤ g(ξ2), 所以存在c ∈
[ξ1, ξ2] ⊂ (0, 1)使得f(c) = g(c).

根据Rolle定理，存在a ∈ (0, 1), b ∈ (c, 1)使得f ′(a) = g′(a), f ′(b) = g′(b).

还是根据Rolle定理，存在d ∈ (a, b) ⊂ (0, 1)使得f ′′(d) = g′′(d).

B卷答案

1. (1)−3; (2)
1

2
; (3)−9900 sinx; (4)0.

2. (1)ln(ex + 1) + C; (2)−
1

x
arctanx + ln |x| −

1

2
ln(x2 + 1) + C; (3)2016 ×

4

∫ π
4

0

cosx− sinx dx = 2016× 4(
√
2− 1); (4)

π

4
.

3. 2π2.

4. f(x) = ln(1 + x) − ln(1 − x) =
∑n

i=1

(−1)i−1xi

i
−
(∑n

i=1

−xi

i

)
+ o(xn) =

2
∑k

i=1

xi

2i− 1
+ o(xn), 其中2k − 1为不超过n的最大奇数.

5.（1）f(x) = x cos
1

x
一致连续，证明：

f(0+0) = 0, f ′(x) = cos
1

x
+

1

x
sin

1

x
,所以x ≥ 1时， |f ′(x)| ≤ 2,所以f(x)在(0, 1]及[1,+∞)上

分别一致连续，所以在(0,+∞)上一致连续.

(2)g(x) = x2 cos
1

x
非一致连续，说明：

取xn = n, yn = n +
1

n
, 则 g(yn) − g(xn) =

(
(n +

1

n
)2 − n2

)
cos

1

n
+ (n +

1

n
)2(cos

n

n2 + 1
−cos

1

n
). = (2+

1

n2
) cos

1

n
+(n+

1

n
)2
1

2
(
1

n2
−

n2

(n2 + 1)2
+o(

1

n3
))→

2.
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6.略

7.f(x) =
ln(1 + x)

x
, f(0 + 0) = +∞, f(+∞) = 0, f ′(x) =

x
1+x
− ln(1 + x)

x2
,

令g(x) =
x

1 + x
− ln(1 + x), g′(x) = −

x

(x+ 1)2
< 0, x ∈ (0,+∞), g(0) = 0, 所

以x > 0时g(x) < 0，f ′(x) < 0.

所以，f(x) =
1

n
在(0,+∞)内有唯一解。

因为f(an) =
1

n
→ 0, 所以an → +∞.

an

n
= ln(1 + an)→ +∞.

an

n2
=

ln2(1 + an)

an
→ 0.

8. 令F (x) = g(x) − nf(x) − xn, 则F (0) = F (1) = 0, 根据Rolle定理，存在ξ ∈
(0.1)使得：F ′(ξ) = 0,即得本题结论.
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