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1．(本题共5小题，每小题5分，共25分)

(1)求极限 lim
n→∞

3n2 + 4n sinn+ 1

n2 + 2n+ 2
.

(2)求极限lim
x→0

e2x
2 − 1

ln cosx
.

(3)求极限lim
x→0

√
1 + x+ x2 −

√
1 + x− x2

x arcsinx
.

(4)求极限lim
x→0

(
cotx−

e2x

sinx

)
.
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(5)求极限 lim
n→∞

( 1

2n
+

2

1 + 2n+1
+

22

2 + 2n+2
+ · · ·+

2n

n+ 2n+n

)
.

2．(本题共5小题，每小题5分，共25分)

(1)设f(x) = earcsin
√
x, 求f ′(x).

(2)设f(x) = (arctanx)tanx, 求f ′(x).

(3)设

x = t+ ln(1 + t)

y = sin t
, 求

d y

dx
,
d2 y

dx2
.

(4)设y =
x2

x− 1
, 求y′, y′′, y(n).

(5)设f ′(0)存在，求lim
x→0

f(sin2 x)− f(0)
1− cosx
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3．(本题10分) 证明两曲线xy− ex+y + 1 = 0与sin(x3 + y3)− x− y = 0在(0, 0)点

相切。

4．(本题10分) 设xn+1 = sinxn, n ≥ 1, 证明{xn}收敛，并求出其极限.
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5．(本题10分) 设f(x) =

√
x4 − 2x+ 1

x+ 2
, 求f(x)的渐近线.
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6．(本题10分) 问函数x2 sin
1

x
及函数x3 sin

1

x
, 在(0,+∞)上是否分别一致连续？说明

理由.
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7．(本题10分) 设f(x)是[0, 1]上的连续函数，且

lim
n→∞

1

n+ 1

(
f(0) + f(

1

n
) + f(

2

n
) + · · ·+ f(

n

n
)
)
= 0

证明存在ξ ∈ [0, 1]使得f(ξ) = 0.
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参考答案：

1/(1)3;(2)−4;(3)1;(4)−2;(5)0 <
1

2n
+

2

1 + 2n+1
+

22

2 + 2n+2
+ · · · +

2n

n+ 2n+n
<

(n+ 1)×
1

2n
→ 0, 所以，原式= 0.

2/(1)
earcsin

√
x

2
√

(x(1− x))
; (2)(arctanx)tanx(sec2 x ln arctanx+

tanx

arctanx(1 + x2)
); (3)

(1 + t) cosx

2 + t
,

(1 + t)
(
cosx− (1 + t)(2 + t) sinx

)
(2 + t)3

; (4)y = x + 1 +
1

x− 1
, y′ = 1 −

1

(x− 1)2
,

y′′ =
2

(x− 1)3
, y(n) =

(−1)nn!
(x− 1)n+1

(n ≥ 2); (5)原式= lim
x→0

f(sin2 x)− f(0)
sin2 x

·

sin2 x

1− cosx
= 2f ′(0).

3.解：第一个曲线方程两边关于x求导得：

y + xy′ − ex+y(1 + y′) = 0

将x = 0, y(0) = 0代入得: y′(0) = −1. 同理，第二个曲线方程两边关于x求导得：

cos(x3 + y3)(3x2 + 3y2)− 1− y′ = 0

将x = 0, y(0) = 0代入得: y′(0) = −1.

所以两曲线在(0, 0)处相切。

4.证：不妨设x2 = sinx1 > 0, 则n ≥ 2时：xn ∈ (0, 1), 且xn+1 = sinxn ≤ xn. 所

以{xn}收敛，记极限为A, 则: A = sinA, 所以A = 0.

5.解：a = lim
x→∞

1

x
·
√
x4 − 2x+ 1

x+ 2
= 1, b = lim

x→∞

(√x4 − 2x+ 1

x+ 2
− x

)
= lim

x→∞

x4 − 2x+ 1− x2(x+ 2)2

(x+ 2)(
√
x4 − 2x+ 1 + x(x+ 2))

= −2. 所以斜渐近线为:y = x − 2. 另

外，还有一条垂直渐近线:x = −2.

6.解：(1)证法一：对任意y > x > 0:

|x2 sin
1

x
− y2 sin

1

y
| ≤ x2| sin

1

x
− sin

1

y
|+ |y2 − x2|| sin

1

y
|

≤x2|
1

x
−

1

y
|+ |y2 − x2||

1

y
| =

x

y
|y − x|+ (1 +

x

y
)|y − x|

≤3|y − x|
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所以x2 sin
1

x
是(0,+∞)上的Lip函数，必一致连续.

证法二：f(x) = x2 sin
1

x
, f ′(x) = 2x sin

1

x
−cos

1

x
, |f ′(x)| ≤ 3,所以x2 sin

1

x
是(0,+∞)上

的Lip函数，必一致连续.

(2) 取xn = n+
1

n
, yn =

1

n
, 则xn − yn → 0:

(n+
1

n
)3 sin

n

n2 + 1
− n3 sin

1

n

=
(
(n+

1

n
)3 − n3

)
sin

n

n2 + 1
+ n3

(
sin

n

n2 + 1
− sin

1

n

)
=(3n+

3

n
+

1

n3
) sin

n

n2 + 1
+ 2n3 sin

−1
2(n2 + 1)n

cos
2n2 + 1

2(n2 + 1)n

→ 3 + 1 = 4 6= 0

所以x3 sin
1

x
在(0,+∞)上是非一致连续的.

7.证法一：用反证法，假如f(x) 6= 0, 不妨设f(x) > 0, 记其最小值为m > 0，则

1

n+ 1

(
f(0) + f(

1

n
) + f(

2

n
) + · · ·+ f(

n

n
)
)
≥ m

令n→∞得：0 ≥ m，矛盾.

证法二：记f(x)的最小、大值为m、M , 则

m ≤
1

n+ 1

(
f(0) + f(

1

n
) + f(

2

n
) + · · ·+ f(

n

n
)
)
≤M

所以存在ξn ∈ [0, 1], 使得: f(ξn) =
1

n+ 1

(
f(0) + f(

1

n
) + f(

2

n
) + · · · + f(

n

n
), 存

在收敛子列ξnk
→ ξ ∈ [0, 1]，所以f(ξnk

)→ f(ξ), 所以f(ξ) = 0.
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