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1 基础知识

1.1 习题，1.2.20

将 3 个球随机地放入 4 个杯子中，试求杯子中球的最大个数 X 的概率分布。

解：只有三种情况，

X =


1 三个球分别放在三个杯子中
2 一个球和另外两个球分别放在两个杯子中
3 三个球放在同一个杯子中

由于每个球都是机会均等地放入到 4 个杯子中，用 a1, a2, a3 分别表示三次放球，

P (X = 1) = P (a1任意放) · P (a2放入三个空杯) · P (a3放入两个空杯)

= 1 · 3
4
· 2
4

=
3

8
P (X = 3) = P (a1任意放) · P (a2放入有球杯) · P (a3放入有球杯)

= 1 · 1
4
· 1
4

=
1

16
P (X = 2) = 1− P (X = 1)− P (X = 3)

= 1− 3

8
− 1

16

=
9

16
或者

P (X = 2) = P (a1任意放) (·(P (a2放入有球杯) · P (a3放入空杯) + P (a2放入空杯) · P (a3放入有球杯))

= 1 ·
(
1

4
· 3
4
+

3

4
· 2
4

)
=

9

16
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2 随机变量

2.1 书本，标准正态分布

服从标准正态分布的随机变量称为标准正态变量，记为 U，标准正态分布的概率密度函数 ϕ(u)
和分布函数 Φ(u) 分别为,

ϕ(u) =
1√
2π

e−
u2

2 , −∞ < u < ∞

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−

t2

2 dt, −∞ < u < ∞

证明：
P (|U | < c) = 2Φ(c)− 1

解：

P (|U | < c) = P (−c < U < c)

=
1√
2π

∫ c

−c
e−

t2

2 dt

=
1√
2π

(∫ 0

−c
e−

t2

2 dt+

∫ c

0
e−

t2

2 dt

)
=

1√
2π

(∫ c

0
e−

t2

2 dt+

∫ c

0
e−

t2

2 dt

)
= 2

1√
2π

∫ c

0
e−

t2

2 dt

= 2
1√
2π

(∫ c

−∞
e−

t2

2 dt−
∫ 0

−∞
e−

t2

2 dt

)
= 2

1√
2π

∫ c

−∞
e−

t2

2 dt− 2
1√
2π

∫ 0

−∞
e−

t2

2 dt

= 2
1√
2π

∫ c

−∞
e−

t2

2 dt− 1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt

= 2Φ(c)− 1
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3 多维随机变量

3.1 习题，3.2.4

设平面区域 D 由曲线 y = 1
x 及直线 y = 0, x = 1, x = 4 所围成，二维随机变量 (X,Y ) 在区域 D

上服从均匀分布，试求

1. X 的边际密度函数

2. X 的边际分布函数

3. X 的期望

4. Y 的边际密度函数

5. Y 的边际分布函数

6. Y 的期望

解：先计算区域 D 的面积，

SD =

∫ 4

1

∫ 1
x

0
ydydx =

∫ 4

1
lnxdx = ln 4

因此，(X,Y ) 的联合密度函数是

p(x, y) =
1

ln 4
= a, 1 < x < 4, 0 < y <

1

x

1.

p(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy =

∫ 1
x

0
ady =

a

x
, 1 < x < 4

2.

P (x) =

∫ x

−∞

a

t
dt =

∫ x

1

a

t
dt = a · (lnx− ln 1) = a lnx, 1 < x < 4

3.

E(X) =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx =

∫ 4

1
x · a

x
dx = 3a

4.

p(y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

=


∫ 4
1 p(x, y)dx = 3a 0 < y < 1

4∫ 1
y

1 p(x, y)dx = a
(
1
y − 1

)
1
4 < y < 1
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5.

P (y) =

∫ y

−∞
py(t)dy

=

{ ∫ y
0 3adt = 3ay 0 < y < 1

4∫ 1
4
0 3adt+

∫ y
1
4

a
(
1
t − 1

)
dt = 3

4a+ a
(
ln y − ln 1

4

)
− a(y − 1

4) = a+ 1 + a ln y − ay 1
4 < y < 1

6.

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
yp(y)dy

=

∫ 1
4

0
3aydy +

∫ 1

1
4

a

(
1

y
− 1

)
ydy

=

∫ 1
4

0
3aydy +

∫ 1

1
4

ady −
∫ 1

1
4

aydy

= 3a · 1
2
y2|

1
4
0 + a

(
1− 1

4

)
− a · 1

2
y2|11

4

=
3

8
a

=
3

8 ln 4

=
3

16 ln 2
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4 极限性质

4.1 习题，4.4.2

某计算机主机的各个终端的使用相互独立，解答下面的问题，

1. 设有 100 个终端，每个终端有 80% 的时间被使用，计算至少 15 个终端空闲的概率。

(a) 采用二项分布计算
(b) 采用正态近似计算

2. 设有 100 个终端，要保证至少 15 个终端空闲的概率不小于 95%，每个终端空闲的时间比例不
能小于多少？

3. 设每个终端有 80% 的时间被使用，要保证至少 15 个终端空闲的概率不小于 95%，至少需要
多少个终端？

4. 谈谈为什么二项分布要采用正态近似？

5. 二项分布近似于正态分布的条件是什么？

6. 采用正态近似计算时，区间修正的原理是什么？

解：

1. 由此知道每个终端空闲的概率为 p = 0.2，

(a) 采用二项式分布，空闲终端数 X ∼ b(100, 0.2)，因此

P (X ≥ 15) = P (X = 15) + P (X = 16) + · · ·+ P (X = 100)

=
1∑

i=15

00P (X = i)

=
100∑
i=15

(
100

i

)
0.2i0.8100−i

(b) 采用正态分布近似，X ∼ N(100 ∗ 0.2, 100 ∗ 0.2 ∗ 0.8) = N(20, 16)，即
X − 20√

16
∼ N(0, 1)

因此

P (X ≥ 15) = 1− P (X ≤ 14)

≈ 1− P (X < 14.5)

= 1− P

(
X − 20√

16
<

14.5− 20√
16

)
= 1− Φ

(
−5.5

4

)
= Φ

(
5.5

4

)
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2. 设单个终端的空闲概率为 p，则利用正态近似，要满足

P (X ≥ 15) ≥ 0.95

由于

P (X ≥ 15) = 1− P (X ≤ 14)

≈ 1− P

(
X − 100p√
100p(1− p)

<
14.5− 100p√
100p(1− p)

)

= 1− Φ

(
14.5− 100p√
100p(1− p)

)

得到

1− Φ

(
14.5− 100p√
100p(1− p)

)
≥ 0.95

Φ

(
14.5− 100p√
100p(1− p)

)
≤ 0.05

14.5− 100p√
100p(1− p)

≤ u0.05

解此不等式，得到 p 的最小值。

3. 设终端数为 n，则利用正态近似，

P (X ≥ 15) = 1− P (X ≤ 14)

≈ 1− P

(
X − 0.2n√

0.16n
<

14.5− 0.2n√
0.16n

)
= 1− Φ

(
14.5− 0.2n√

0.16n

)
≥ 0.95

因此

Φ

(
14.5− 0.2n√

0.16n

)
≤ 0.05

14.5− 0.2n√
0.16n

≤ u0.05

解此不等式，得到 n 的最小值。

4. 略

5. 略

6. 略
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5 统计量

5.1 定理 5.4.1证明

证明来自正态总体 N(µ, σ2) 容量为 n 的样本，其样本均值服从 N(µ, σ2/n)。

解：根据连续场合的卷积公式和正态分布的性质，正态分布满足可加性，由于 xi ∼ N(µ, σ2)，
因此

∑n
i=1 xi 和 x̄ = 1

n

∑n
i=1 xi 都服从正态分布。而且

E(x̄) = E

(
1

n

n∑
i=1

xi

)

=
1

n
(

n∑
i=1

E(xi))

=
1

n
· n · µ

= µ

V ar(x̄) = V ar

(
1

n

n∑
i=1

xi

)

=

(
1

n

)2

V ar(
n∑

i=1

xi)

=

(
1

n

)2 n∑
i=1

V ar(xi)

=

(
1

n

)2

· n · σ2

=
σ2

n

因此，样本均值

x̄ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
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5.2 习题，5.4.2

由正态总体 N(µ, σ2) 抽取两个独立样本，容量分别是 m,n，试求两个样本均值相差不超过 ϵ 的
概率。

解：两个样本均值分别表示为 x̄m 和 x̄n，易知

x̄m ∼ N(µ, σ2/m), x̄n ∼ N(µ, σ2/n)

则它们的差
y = x̄m − x̄n ∼ N(0, σ2/m+ σ2/n)

即
y√

σ2/m+ σ2/n
∼ N(0, 1)

因此，

P (|y| < ϵ) = P

(∣∣∣∣∣ y√
σ2/m+ σ2/n

∣∣∣∣∣ < ϵ√
σ2/m+ σ2/n

)

= 2Φ

(
ϵ√

σ2/m+ σ2/n

)
− 1
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6 参数估计

6.1 习题，6.1.7

设从均值为 µ，方差为 σ2 的总体中，分别抽取容量为 n1 和 n2 的两独立样本，x̄1 和 x̄2 分别是
这两个样本的均值。

1. 证明，对于任意的常数 a, b，满足 a+ b = 1，Y = ax̄1 + bx̄2 都是 µ 的无偏估计。

2. 确定常数 a, b，使 V ar(Y ) 达到最小。

解：

1.

E(Y ) = E(ax̄1 + bx̄2)

= aE(x̄1) + bE(x̄2)

= aµ+ bµ

= (a+ b)µ

= µ

2.

V ar(Y ) = V ar(ax̄1 + bx̄2)

= a2V ar(x̄1) + b2V ar(x̄2)

=
a2

n1
σ2 +

b2

n2
σ2

=

(
a2

n1
+

b2

n2

)
σ2

现在要在 a+ b = 1 的条件下，求上式的最小值。即求

s =
a2

n1
+

(1− a)2

n2

的最小值。对 a 求导数并令其为 0，

∂s

∂a
=

2a

n1
− 2(1− a)

n2
= 0

解得，

a =
n1

n1 + n2

b =
n2

n1 + n2
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6.2 区间估计

正态总体 N(µ, σ2)，σ2 已知，x1, x2, . . . , xn 为样本，根据枢轴量法，分别推导 µ 的置信水平为
1− α 的

1. 同等置信区间

2. 同等单侧置信下限

3. 同等单侧置信上限

解：设枢轴量为
y =

x̄− µ

σ
∼ N(0, 1)

1. 根据同等置信区间的定义，即是要确定一对 c < d，使得

P (c ≤ y ≤ d) = 1− α

由于 u 服从标准正态分布，要想区间 (c, d) 最短，则要满足 c = −d，因此上式变成

P (−d ≤ y ≤ d) = 1− α

现在需要求出 d。因为

P (−d ≤ y ≤ d) = P (|y| ≤ d) = 2Φ(d)− 1

所以

2Φ(d)− 1 = 1− α

Φ(d) = 1− α

2
d = u1−α

2

带入得到，
−u1−α

2
≤ x̄− µ

σ
≤ u1−α

2

不等式变换得到，
x̄− u1−α

2
σ ≤ µ ≤ x̄+ u1−α

2
σ

即同等置信区间为 [
x̄− u1−α

2
σ, x̄+ u1−α

2
σ
]

2. 根据同等单侧置信下限的定义，即要确定 d，使得

P (y ≤ d) = 1− α

因为
P (y ≤ d) = Φ(d)
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所以

Φ(d) = 1− α

d = u1−α

则有

y ≤ u1−α

x̄− µ

σ
≤ u1−α

µ ≥ x̄− u1−ασ

3. 类似地，要确定一个 c，使得
P (y ≥ c) = 1− α

因为
P (y ≥ c) = 1− P (y < c) = 1− Φ(c)

因此

1− Phi(c) = 1− α

Phi(c) = α

c = uα

即

y ≥ ualpha

x̄− µ

σ
≥ uα

µ ≤ x̄− uασ
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7 假设检验

7.1 拒绝域推导

设 x1, x2, . . . , xn 是来自 N(µ, σ2) 的样本，σ2 已知，考虑如下关于 µ 的检验问题：

H0 : µ = c vs H1 : µ ̸= c

其中 c 为一个常量。

1. 推导这个检验问题在显著性水平为 α 的拒绝域。

2. 当 µ = c 时，这个检验犯第一类错误和第二类错误的概率分别是多少？

解：

1. 因为 σ2 已知，确定检验统计量为
y =

x̄− c

σ/
√
n

这是一个双侧检验问题，因此拒绝域的形式应该是

|y| ≥ k

已知显著性水平为 α，则

P (|y| ≥ k) = α

1− P (|y| < k) = α

1− (2Φ(k)− 1) = α

Φ(k) = 1− α

2
k = u1−α

2

因此得到的拒绝域为
W =

{
(x1, x2, . . . , xn)|

∣∣∣∣ x̄− c

σ/
√
n

∣∣∣∣ ≥ u1−α
2

}
2. 第一类错误指的是，此时 µ = c，应该接受 H0，但是获得的样本 (x1, . . . , xn) 落入了拒绝域，

导致 H0 被拒绝，即要计算在 µ = c 条件下，样本落入拒绝域的概率，而这个概率正是上面的
显著性水平 α，所以犯第一类错误的概率为 α。也可以计算如下，

P (W |µ = c) = P

(∣∣∣∣ x̄− c

σ/
√
n

∣∣∣∣ ≥ u1−α
2

)
= 2− 2Φ(u1−α

2
)

= 2− 2(1− α

2
)

= α

第二类错误指的是，当 µ ̸= c 时，样本没有落入拒绝域，而此时 µ = c，因此 µ ̸= c 的前提不
存在，因此不会犯第二类错误，即犯第二类错误的概率为 0。
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7.2 开放题，思维发散

关于区间估计和假设检验的关系，

1. 区间估计中的“置信水平”与假设检验中的显著性水平”有关系吗？

2. 区间估计中的“单侧置信下限”、“单侧置信上限”与假设检验中的“单侧假设”有关系吗？

3. 区间估计中的“置信区间”与假设检验中的“双侧假设”有关系吗？

4. 区间估计问题能不能转化成假设检验问题？如果能，如何转化？

5. 假设检验问题能不能转化成区间估计问题？如果能，如何转化？

答：参见同济大学数学系编概率论与数理统计，中国工信出版集团，人民邮电出版社，2017/03，
第八章拓展阅读
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